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EAI MAT 2

Notations

> On rappelle que 'on note N I’ensemble des entiers positifs ou nul, Z 'anneau des entiers relatifs, Q le
corps des nombres rationnels, R le corps des nombres réels et C le corps des nombres complexes.

> On se place dans un espace euclidien (E, (. , .)) de dimension n € N*. On note ||.|| la norme euclidienne
associée.

> Pour tout vecteur z de E et tout réel positif r, on note B(z,r) (resp. B(z,r), resp. S(z,)) la boule
ouverte (resp. la boule fermée, resp. la sphére) de centre z et de rayon r :

B(z,r)={ye E|ly-zl <r}, B r)={yeE|lly—zl <r} et S r)={yck|ly—zl=r}.

> Pour toute partie A de E, on note A Dintérieur de A, c’est-a-dire le plus grand ouvert (au sens de
I'inclusion) inclus dans A, A Padhérence de A, c’est-a-dire le plus petit fermé contenant A et Fr(A) la

frontiére de A : .
Fr(A) = A\A.

> Si a est un élément de E, on note ¥ (a) ’ensemble des voisinages de a.
> Pour toute partie fermée et non vide F' de FE et tout z € F, on admet sans démonstration que I’ensemble
{llz—fIl, f € F}
admet une borne inférieure notée flg; lz — f|| et on pose
dr(w) = e, F) = 1nf Jlr—f -

> On pose alors I'(z) = {f € F | ||z — f|| = d(z, F)}. C’est donc 'ensemble (éventuellement vide) des

points de F' pour lesquels la borne inférieure est atteinte.
> Lorsque I'(z) est un singleton, on note m(z) son unique élément.
> Siu et v sont deux vecteurs de E, on appelle segment [u,v] ’ensemble défini par :

[u,v]={z e E|3tel0,1],z=(1-t)u+tv}.

> Soient A une partie de E et u : A — R. On suppose que 0 € A. On dit que u(h) = [[R]]) lorsqu’il

o (
R h—0
existe une fonction 9 définie sur un voisinage V' de 0 telle que

VheVNA, u(h)=5h)|h| et &6(h) — 0.
h—0

> Soient 2 un ouvert de E et f : 2 — R. On rappelle que 'on dit que f est différentiable en un élément a
de € lorsqu’il existe une forme linéaire £ : E — R vérifiant :

fla+h) = fla)+£) + o (Al .

Lorsqu’elle existe, £ est unique et est notée df(a) et I'image £(h) du vecteur h de E par £ est notée
df (a) - h. Le gradient de f en a est alors 'unique vecteur v de E vérifiant :

Vh € E, df(a)-h = (v, h) .
On le note V f(a). Ainsi, sous réserve d’existence, on a :

fla+h) = 1(@)+ (i@, i)+ o (Il

> Pour tout réel x, on note |z| sa partie entiére.
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Le probléme a pour objectif d’étudier la différentiabilité de la fonction dp :  — d(z, F) en fonction de la
partie F'.

On fixe donc une partie F' de F non vide et fermée.

Partie I — Résultats préliminaires

1. Montrer que, pour tout vecteur z de F, dp(x) = 0 si et seulement si x € F.
2. a) Montrer que, pour tout (z,y) € E% et tout f € F, on a :
dp(y) <lly — =l + [lo = fI|.
b) En déduire que dp est 1-lipschitzienne.

3. Soient x un vecteur de E et x¢ un vecteur de F. On pose r = ||z — 2¢|| et K = B(x,7)NF.
a) Montrer que K est une partie compacte et non vide de E.

b) Montrer que I'(z) est non vide.

4. On suppose, dans cette question seulement, que F' est en outre une partie convexe de FE.
a) Montrer que, quels que soient les vecteurs u et v de E,ona:  |lu+ v|*+|ju — v||* = 2 (Hu”2 + ||vH2>
b) Soit z un vecteur de E et soient f et f’ deux éléments de I'(z). On suppose que f # f.
2
‘; (f+f)—z| <d F)>
En déduire que, pour tout vecteur x de E, I'(x) est un singleton.
Ainsi, avec les notations de l'introduction, I'(z) = {n(x)}.

Montrer que :

c) On souhaite montrer que : Vz € E,Vf e F, (f —n(z), v — m(x)) < 0.
Pour cela, on fixe des éléments z de E et f de F'. On introduit la fonction

. {[0, 1] —R
7Yt = (1= () + tf —

i. Montrer que ¢ est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2.

ii. Justifier que ¢ admet un minimum en 0. Conclure.

d) On fixe un vecteur z de E. Soit z un vecteur de F'. On suppose que :
VfeF, (f—z x—2)<0.

Montrer que z = 7(x).



Partie IT — Etude en dimension 1

On suppose, dans toute cette partie, que E = R, et que R est muni de sa structure euclidienne canonique.
5. Expliciter dyy, puis déterminer I'ensemble des points olt d{gy est dérivable et déterminer sa dérivée.
Dans les questions 6 a 10, on suppose que F = Z et on étudie donc la fonction dy.

6. Montrer que Z est fermé dans R.
7. Justifier que dz est 1-périodique. Etudier la parité.

8. Pour tout z élément de [0, 1[, expliciter, en justifiant, dz(x) en fonction de x. Tracer le graphe de dz.
9. Etudier la dérivabilité de dz en tout point de [0, 1].

10. Développement en série de Fourier de dz.
a) Calculer les coefficients de Fourier de dz.

b) La série de Fourier de dz converge-t-elle simplement /uniformément /normalement vers dz, ?

o0 o0 o0 oo

s 1 ) 1 1 1
c) En déduire la valeur de ; m puis de Z poR de Z m et de Z vl

n=1 n=1

n=1
On commencera par justifier la convergence des séries.

Pour toute la suite de la partie, on fixe une partie fermée F' de R. On note €2 le complémentaire de F'.
C’est donc une partie ouverte de R.

11. On définit, sur €2, une relation binaire ~ de la maniére suivante : étant donnés deux éléments x et y de

, on dit que z est en relation avec y lorsqu’il existe un intervalle ouvert ]a, b[ inclus dans 2 et contenant
les éléments x et y :

V(z,y) €Q® z~y < (3(a,b) ER* a<b et (z,y)€la,b]’> et Ja,b[C Q).

a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
b) Montrer que les classes d’équivalences sont des intervalles ouverts deux & deux disjoints.

c¢) En déduire qu’il existe une famille (Ja;, b;[);c; d’intervalles ouverts deux & deux disjoints, indexée
par un ensemble [ fini ou dénombrable, telle que

Q= Jai, bi[ -

iel

12. Soit = un élément de 2. Il existe donc un unique iy élément de I tel que x € Ja,y, by, [-
a) Exprimer dp(z) a laide de z, de a;, et b;,.
b) Etudier la dérivabilité de dr en z.

13. On suppose dans cette question que a # &. Soit x un élément de F. Etudier la dérivabilité de d Fen .
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14. Etude a la frontitre.

15.

16.

a) On suppose, dans cette question, que F' = [0, 1]. Expliciter Fr (F).
dp est-elle dérivable en un point de Fr (F)?
1 11
b) Dans cette question, on pose : F =R\Q ou Q= U } - === [, la réunion étant prise sur
ns2d
I’ensemble des entiers naturels n tels que n > 2.

1
i. Justifier rapidement que  C ]O, 3 [, que F est un fermé de R et que 0 € Fr (F).

1 11
ii. Soit x € Q. Montrer qu’il existe un unique entier naturel n tel que n > 2 et z € } —— == [
n n3'n
1

Montrer que n = {J
x

{, dr(x) < Cx3.

DN | =

iii. En déduire qu’il existe un réel C strictement positif tel que Vx € }0,

iv. Montrer que dr est dérivable & droite en 0 et en calculer (dg)’(0).

v. df est-elle dérivable en 07

Partie III — Etude de cas particuliers en dimension n

On fixe un vecteur xg de E et on suppose, dans cette question seulement, que F = {xg}.

a) Expliciter dp. Soit x un élément de E. Expliciter I'(z).

EFE — R

b) Montrer que la fonction g: { est différentiable sur F et calculer son gradient.

r — |z — 20|
c) En déduire que dp est différentiable sur E\ {z} et montrer que :

1

Va € E\{wo}t, Vdr(a) = ooy

(a —xp) .
d) Etude de la différentiabilité de dp en zo. Supposons que dp soit différentiable en .
i. Montrer que, pour tout vecteur h de E, on a :

dF(IL'O + th) =1 <VdF(:]C0), h> + o (t) .

t—0

ii. Conclure.

On suppose, dans cette question seulement, que F' est un sous-espace vectoriel de F, distinct de F.

a) Montrer que pour tout vecteur x de E, I'(x) est un singleton, et que 7 (défini dans le préambule du
sujet) est le projecteur orthogonal sur F.

b) Montrer que, pour tout élément a de F, d% est différentiable en a et calculer son gradient.
¢) En déduire que, pour tout élément a de F\F, dr est différentiable en a et calculer son gradient.
d) On fixe un vecteur a de F. L’objet de cette question est I'étude de la différentiabilité de dp en a.

i. On suppose que dp est différentiable en a et on pose : u = V(dp)(a).
Soit h € F*. Montrer que : {(u, h) = ||h||.
Indication : on pourra procéder de maniére analogue a la question 15.d.

ii. Conclure.



17.

Dans cette question, on suppose que E = R?, dont les éléments sont notés en colonne, muni de sa

y<0 ou y}xz}.

L’objet de cette question est d’étudier la différentiabilité de dp en Og2.

structure euclidienne canonique et que : F' = y € R?

a) Dessiner lallure de F.

b) Montrer que F est un fermé de R

c) Montrer que Og2 € Fr (F).

d) Montrer que, pour tout vecteur u de R?, dp(u) < ||ul|®.
Indication : on pourra séparer les cas ott u € F et ot u € R?\F.

e) En déduire que dp est différentiable en Ogz et donner son gradient en Ogz.

Partie IV — Distance a la sphere unité

On suppose, dans cette partie seulement, que : F={x € E | ||z|| =1}.

F' est donc la spheére de centre Og et de rayon 1.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

1
Soit a un élément de E\ {Og}. On pose uw= ——a et on fixe un vecteur y de F.

lall

a) Montrer qu’il existe un plan vectoriel P contenant a, u et y.

b) Montrer que S = F NP est le cercle unité de P, pour la structure euclidienne sur P induite par
celle de E.

c) Montrer que I'(a) = {u}.
Montrer que, pour tout vecteur a de E :  dp(a) = || a|| — 1.
Montrer que, pour tout vecteur a de E tel que a # Op et a ¢ F, dp est différentiable en a et calculer son

gradient.
Expliciter I'(0g).

Soit a un vecteur de F. Montrer que dr n’est pas différentiable en a.
Indication : On pourra calculer dp(a + ta), pour tout t élément de |—1,1].

On fixe un vecteur unitaire v.
., -1,1]— R
a) Etudier la dérivabilité en 0 de : =L
t — dp(t’l))

b) Conclure quant a la différentiabilité de dp en 0.
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Partie V — Une condition nécessaire de différentiabilité a ’extérieur de F

Dans cette partie, on fixe un vecteur a de E\F' et on suppose que dp est différentiable en a.
On souhaite montrer qu’alors :

I'(a) est un singleton et que Vdg(a) = (a — m(a)).
On pose u = Vdp(a).

24. a) Montrer que, pour tout ¢t > 0, dp(a + tu) — dp(a) < tull.
b) En déduire que |Ju| < 1.

Dans la suite de cette partie, on se donne un élément y de I'(a).
25. a) Montrer que pour tout z € [a, y],

[ = yll = dr(a) = [la — 2|

b) En déduire que pour tout z € [a, 3],
dp(z) = [lz =yl

26. On fixe t €]0,dp(a)] et on pose v =

a) Montrer que
dp(a —tv) =dp(a) —t.

b) Montrer que
(u, v) = 1= [lu] f|v]|

c) En déduire que u = v et conclure.

Partie VI — Etude de la réciproque

Dans cette partie, on fixe a € E\F et on suppose que I' (a) est un singleton. Ainsi, avec les notations du
préambule,
I'(a) = {n(a)}.

On souhaite montrer que dp est différentiable en a et que V(dp)(a) =

27. Dans cette question, on se propose de montrer que :

YV eV (n(a)),3U € ¥ (a), Ve e U T'(zx) CV.

On va I’établir a ’aide d’un raisonnement par ’absurde. On suppose donc qu’il existe un voisinage ouvert
Ve ¥ (n(a)) de w(a) tel que :
YU eV (a),JxeU,T(x)Z V.

On dispose ainsi d’une suite (z,)pen convergeant vers a et d’une suite (y,)pen telles que :
VpeN, y, €(z,) et y, €V.

On pose : M = sup ||z, — al.
p€EN



a) Justifier succinctement que M est bien défini, puis montrer que (y,)pen est bornée.
On note £ une valeur d’adhérence de (yp)pen-
b) Justifier succinctement ’existence de /.
c) Montrer que £ € F N (E\V).
d) Montrer que ¢ € I'(a), puis conclure.
28. Onpose: R=|a—m(a)l-
a) Justifier que R > 0 et expliciter B(a, R) N F.
b) Soit 2 un élément de B(a, R). On fixe un élément y de I'(x).
R— R
t — |[(1 =tz +ty—a|> — R?
i. Montrer que ¢ est un trinéme du second degré. Que dire du signe des racines de ce trinéme ?
ii. Montrer que [z,y] N S(a, R) est un singleton. On note p(x,y) le point d’intersection.
Il existe donc un unique ¢, , € [0,1] vérifiant : p(z,y) = (1 =ty )2 + tey y.
ili. Que vaut ¢(t;,)? En déduire une expression de ¢, ,.
c) Montrer que :

On considere la fonction ¢: {

Ve > 07 377 > Oa Vr € B(G,R), HJZ - Cl” <n = vy € F(x)v ||p(a:,y) - yH <E.
d) En déduire que :
YV e ¥ (n(a)),3U € ¥ (a), Ve e U Vy e T'(z), p(z,y) € V.

29. Pour tout x élément de B(a, R), on note y, un élément de I'(x). Montrer que :

a) Vz € B(a,R), ||z _p(Ivyw)HQ —lla _p(x7ya:)H2 =2(z—a,a—p(x,y.)) + ||z — a||2 ;

b) lla— pla.y) I — fla — pla.yo)* =2 — a.a—w(@) + o (|~ al).
30. Montrer que : dn(7) = dx(a) + (x —a, 2(a — 7(a))) + o (||z — al)).

T—a

31. En déduire que dp est différentiable en a et calculer son gradient.

32. Soit 2 un ouvert inclus dans F\F. On suppose que, pour tout z € Q, I'(x) est un singleton.
Montrer que dp est de classe €1 sur Q.

Partie VII — Une condition nécessaire de différentiabilité en un point de F

Dans cette partie, on fixe un élément a de F' et on suppose que dg est différentiable en a. On souhaite montrer
que : V(dp)(a) =0.
On pose encore : u = V(dp)(a).

33. Montrer le résultat dans le cas ot a € F.

34. On se place dans le cas ot a € Fr (F) .
a) Montrer que : dp(a — tu) = —t ||ul® + .9, (t).
—
b) Conclure.

FIN DU SUJET
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Correction de 1’épreuve de mathématique II
Agrégation interne 2020
M.TARQI' CPGE Med VI-Kénitra- Maroc

Partie I : Résultats préliminaires

Soit x € E. On sait que dp(x) =0 © x € F. Mais F =F

puisque F est fermé, alors Vx € E, dp(x)=0 o x€F.

a) Soient (x,y) € E? et f € F. On a l'inégalité triangu-
laire [ly—fl < lly=x[+lx—f1l. Or ;relﬁtj ly=FlI<ly=F£I

donc, par transitivité }ng ly=FI<Ily—x|+llx—FI.
€.
Ainsi
Vix,y,JEExExF, dp(y) <ly—xl+lx-fI.

b) Soit (x,y) € E*. D’apres la question précédente, on
a:
VIeF, dr(y)<Ily—xll+lx—fI.

Dong, en passant a la borne inférieure, on obtient
dr(y) < ly—xl+ ;n}" lx—f1l. Ce qui équivaut suc-
€

cessivement a dr(y) < |ly — x| + dp(x) ou encore
dr(y)—dr(x) < |ly — x|. Par symétrie des réels de
x et y nous avons aussi bien dp(x)—dr(y) < |y —x|.
D’ou
Idr(y)—dpx) <y —xIl.
Ainsi
V(x,y) € E?, |dp(y)—dp@)] < lly—xl.

Autrement dit, dr est 1-lipschitzienne sur E.

a) » x9 € F et x9 € B(xg,r) donc xo € B(xo,r)NF et
B(xo,r)NF # ¢.
* E est euclidien don E est isomorphe a R"”. Donc
les compacts de E sont ses fermés bornés.

« Or B(x,r) et F sont des fermés donc B(xg,r)NF
est un fermé et B(xg,r) N F est borné puisqu’il est
inclus dans B(xg,r), donc B(xg,r)NF est une partie
compacte et non vide de E.

b) Démontrons 'existence et 1'unicité d’un minimum
pour dr sur E.

*Si f e F\B(x,r)alors ||f —x| > r = |lxg—xIl > dr ().
Donc si dy admet un minimum alors celui-ci est
forcément atteint pour un élément de K.
. K — [0,r]
» Considérons vy : . D’apres la
y = lx=uyl
deuxiéme inégalité triangulaire :

Y —y@I=llx-yl-llx-zll < lly-=zl
quelque soient y et z dans E. Ainsi y est 1-
lipschitzienne et donc continue sur K. L'image
continue d'un compact étant un compact, donc
Y(K) est un segment de R et y atteint ses bornes.
Donc il existe yg € K tel que inlg Y(») = y(¥o).

YE
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a)

b)

<)

Des deux points précédents nous déduisons qu’il
existe yg € F tel que [lx — yoll = dr(x). I'(x) est donc
non vide.

Soit (u,v) € E2. .l étant la norme associée au pro-
duit scalaire (i.e. lx)® = (x|x)), par bilinéarité et sy-
métrie de ce dernier, on a :
2 2 2
lw+vll” = llul”+2@lv)+ vl
et
2 2 2
lw—vl” = lul” - 2lv) + [v]*.
En sommant terme a terme les deux précédentes
égalités, on obtient 1’égalité demandée :
2 2 2 2
lw+oll”+llw—vlI* =2 (Il +lvI®).

En utilisant la formule de la question précédente
avecu =f —xetv=f —x,onobtient:

| =t =4l f e = 2 (0 =+ £ = )).

Puisque f et f’ réalisent la distance minimale a F,
alors

£+ =2+ [ = £']]* = ddr®.
Comme par hypothese f # f', | f - f'|| >0, alors
I+ £ —2x||” < 4dr(x)?,
ce qui équivaut a

1
1 If+F -2x|? < dr(x)?,

ou encore a
2

<dp(x)?.

1 /

— + —
S(r+f) =
Cette derniére inégalité est impossible car elle
contredit la caractére minimal de f. En effet F

1
étant supposé convexe, 3 (f +f') estun élément de

1 !
x——(f+

S (F+1)
Nous avons donc démontré en raisonnant par

I'absurde qu'il ne peut y avoir qu'un élément dans
I'(x).

i. Soitt€[0,1]. On a:

F pour lequel <dp(x).

£ (f = 7(x)) + () — x|

= t(f =2 + 2t (f — 1(x)) |7m(x) — x)
+[l7(x) — 2%

= |f = 7@ +2(f - m(0)|n(x) - x)¢

+7(x) — )12

@)

Donc ¢ est une fonction polynomiale de degré
1 ou 2 suivant les valeurs de || f — m(x)l|.



ii. Soit ¢ € [0,1]. F est convexe et (n(x),f) € F?
donc (1 - #)n(x) +¢f € F. Puisque n(x) réalise
la distance minimale & F :

1@ = )m(x) + ¢f) —xl| = ln(x) — x|l

Dong, la fonction carré étant croissante sur
Ry :
@(t) = ¢(0).

Donc la fonction ¢ admet un minimum égale
a ||lm(x) - xII2 qui est atteint en 0.

Démontrons maintenant I'inégalité
(f — n(x)|x — m(x)) < 0. Deux cas sont possibles :
* Si f = m(x) alors 'inégalité a démontrer est
triviale puisque (f — n(x)lx — n(x)) = 0.
 Supposons f # m(x). Dans ce cas ¢ est poly-
nomiale de degré deux. La courbe représenta-
tive de ¢ prolongement de ¢ a R, est une para-
bole convexe (le coefficient dominant est stric-
tement positif).

Comme ¢ admet un minimum en 0 sur [0, 1],
@ est nécessairement strictement croissante
sur [0,1]. Donc le minimum absolue de ¢ sur
R est atteint en un nombre tg < 0, caractérisé
par ¢'(¢9) = 0. Compte tenu de I'expression ré-
duite de ¢(2), to < 0 est équivaut a

_2(f —n@)|m(x) —x)
211 f — 72

Donc nécessairement : (f — w(x)|x — w(x)) < 0.

<0.

FIGURE 1 - Projection sur un convexe

d) Soit z € F. Considérons la fonction :

(01 - R
L0 PRNTS P VR

En raisonnant comme précédemment, puisque
(f —zlx—2) < 0, @, est croissante sur [0,1], donc
¢:(0) < ¢.(1), c'est-a-dire

lz—xl® <11 f ~ %,
Ainsi : Vf e F, ||lz—x| < |If —x|. Autrement dit z
est un élément de F qui réalise le minimum de la

distance de x a F. I'(x) étant un singleton, nécessai-
rement z = m(x).

Partie II : Etude en dimension 1
Pour tout x € R, djo(x) = |x— 0| = |x|]. On en dé-
duit que dig est dérivable sur R* et que dyy(t) =
{ -1, sit<0

) . doy nest pas dérivable en 0.
1, sit>0

Pour tout n € Z, In,n + 1[ est un ouvert. Donc :
U (n,n + 1)) est un ouvert. D’out : O ( Uln,n+ 1[) est

nez nez
un fermé. Autrement dit Z est un fermé.

Z,

est une bijection
x — x-1

L'application o(¢) = {

de Z sur lui méme . Ainsi dz(x +1) = I}?i?lx +1-Fk|=
€

min |x—(k—1)| =min|x—o(k)| =min|x—1| = dz(x), donc

kezZ kez lez

dz est 1-périodique.

De méme dz(—x) =min|—x— k| =min|x + k| = min|x —
keZ keZ leZ

] =dz(x), donc dz est paire.

Soit x € [0,1[ fixé. Si k<0, |x—kl=x-k=x-(-1) =

x+1=>x de méme si & > 1, |x—1| = 1. Par ailleurs

lx—0l=x=<1let|x—1/<1-0=1. Ainsi,

dz(x) =min|x — k| =min(x,1—x).
kezZ

Six€eR, x—|x] €[0,1[ et par conséquent :

dz(x)=dz(x—|x]) =I]:1i%1|x—k| =min(x— |x],1—x+ |x]).
€

Puisque dz(x) =min(x — |x],1-x + |x]), alors

. 1
x,sixe |0,=
2

; [
=1
2

Le graphe de dz se déduit de celui de sa restriction a
[0,1[ par translation du faite de la 1-périodicité.

dz(x) =

l-x,six€

FIGURE 2 - Le graphe de dz

Avec l'expression trouvée a la question précédente il
est aisé de déterminer la dérivabilité de dz :

1, site

|
0,-
2

1
=1
2
- o 1 )
e d7 est dérivable a droite en 0 et en N et (dz),;(0) =
1
(d2)y (5) =1
L. . 1 (1
* dz est dérivable a gauche en 2 et (dz)g 2 =-1.En
1
conclusion dz est dérivable sur [0, 1[\ { 3 }

() =

-1, site




10.  Développement en série de Fourier de dz.

a) Soit n € Z. Par définition, on a :

cn(dz) =

) * dz(He it gt D’apres la relation de Chasles :
“3

1

0 ) 1 -
Cn (dz):f ) dz(t)e—lZnﬂt dt+f2 dz(t)e—LZnnt dt.
T2 0
2

En procédant a un changement de variable d’inté-
gration :

Cn(dz)=f;dz(—t)ei2n”t dt+f;dz(t)e—i2nnt dat
Par paritéode dz: ’

c”(dZ):fO% d(tei2nt dt+f0é d (e~ 4.
Par linéarité de l'intégration :

1
Cn (dZ) fzdz(t)(ei2nﬂt+e—i2nﬂt) dt
0

1
j‘z dz(t)2cos(2nmt) dt
0

1

2[2 tcos(2nmt) dt
0

1
. 1,2 1
Sin —O, co(dz)—Z [51’ ]0 = Z
Supposons maintenant n # 0. Les fonctions com-
posant l'intégrale sont de classe ¢, donc, par in-
tégrations par parties, on obtient :

1 1
1 2 3 1
cp(dz) = 2 [—tsin(2nnt) : —f2 —— sin(2nnt) dt
2nm o Jo 2nm
1
-1 1 2
= 2(— |———cos(2nnt) :
2nm | 2nn 0
2
= -1)"-1
(2nﬂ)2( )

1
Finalement, co(dz) = 1 et Vn € Z\{0}, ¢, (dz) =
-1 -
2n2n?

Puisque d7z est de classe €' par morceaux sur R la
série de Fourier converge simplement vers la nor-
malisée de f (théoréme de Dirichlet). Comme de
plus f est continue, la série de Fourier converge
simplement vers dz sur R.

dz est continue et de classe ¢! par morceaux sur
R donc la série de Fourier converge normalement
vers dz. Et de la convergence normale nous dé-
duisons que la série de Fourier converge unifor-
mément sur R.

. - . 1

Par comparaison aux séries de Riemann ) —
neNsx 1

(a > 1), on peut vérifier facilement la convergence

des séries en question.

o Puisque la série de Fourier converge simplement
vers dz sur R, en particulier en zéro :

m 7 .
dz(0)=co(dz2)+ ) cn (d7)e2 04, (dg)e 20
k=1

Autrement dit :
p=l,§ DL U
4 =1 2n°n 2(-n)*m
ce qui équivaut successivement a
-2+(- 1)”+( n—
4 2n2 Z

En distmguant sulvant la parlte de n, on obtient
n2 °° 1

ou encore —

; 2k +1)2°

4 27‘[2 Z (2k + 1)2
D'ou:

00 7.[2

— 1.

Z (2n + 1)2 8

e Soit n € N avec n > 3. En rassemblant les

termes d’indices pairs et impairs successifs, on ob-
2n+1 noo1

. 1
tient L =1 +h§1 T RITTIEI qui équi-
2n+1 11 n 1
lenta Y —=1+-Y —+Y —— Tout
valent a kgl 72 4};1 2 hZ::1 AT 1P outes

les sommes intervenant dans cette égalité corres-
pondent a des séries convergentes, donc :

o 1 12 1 2
FLloiglr
n=17 4n:1n 8

Enfin :
2

X1 =
eSS

 Puisque dz est continue, nous pouvons utiliser
I'égalité de Parseval-Bessel :

Idz1I3 = lco(d2)+ Y. (len (d2)I? +le—n (d2)I?)
n=1

1 2 n 2 -n
; \ 12 2 ([~ =1 [(-1)"—
t=|=
f_ | az0 d (4) +,;1( e
1 2
! 1 x 2
2 2 _
fo ©dt=1g +,§0( 2(2k+1)2n2 +'2(2k+1)2n2

1.]2 1 2
2128 ==+=
[3 ]0 16 n4z(2k+1)4

Enfin
[ 1 ”4
; @n+12 96




,;F 16 = n* ;0(2k+1)4
15 i 1t
16 = nt 96 13.
D’ol:
i 1
amint 96 14.
11. a) La relation ~ est clairement réflexive et sy-

b)

» Soit n € N. En rassemblant les termes d’indices
pairs et impairs successifs, on obtient :

2nil 1 =1+ L + 1
okt T Z 16kt 2R+ 14
k;ﬁ_ﬁhg_‘l Z(2k+1)4

Toutes les sommes intervenant dans cette égalité
correspondent a des séries convergentes donc :

métrique. Montrons que ~ est transitive, soient
(x,y,2) € Q% avec x ~ y et y ~ z. Notons a, b, ¢
et d des éléments de Q tels que (x,y) €la,bl et
(y,2) €le,dl.

Puisque y €la,blnle,dl, la,blnle,dl# @. Donc
la,b[Ule,d[ est un intervalle ouvert. Comme Ja,b[c
Q et le,d[c Q, la,bln]ec,d[ est un intervalle de Q
qui contient x et y. Autrement dit x ~ z et par
conséquent ~ est transitive. Ainsi ~ est une rela-
tion d’équivalence.

o Par construction tout élément d’une classe
d’équivalence admet un voisinage ouvert (I'inter-
valle ]a,b[) donc toute classe d’équivalence est un
ouvert de R.

e En raisonnant comme pour établir la transiti-
vité il est aisé de s’assurer qu’une classe d’équiva-
lence est connexe par arcs donc connexe. Les par-
ties connexes de R sont les intervalles.

* Les classes d’équivalences formant une partition
sont nécessairement disjointes deux a deux.

Les classes d’équivalences sont des intervalles ou-
verts deux a deux disjoints.

Soit ]a, b[ une classe d’équivalence. Par densité de
Q dans R, il existe g € Qnla, b[. Notons I ’ensemble
des éléments ¢ ainsi obtenus pour chaque classe
la, bl et notons alors ay =a et by = b. Par construc-
tion, la famille (lag,bgl) ¢ cq est une partition dé-
nombrable de Q.

12.  a) Commealaquestion?., dp(x) =min(x—a;,,bi, —x),

b)

et comme a la question 8.,

x—a;, si x€]ai,,mo]

’

dr(x) = {

ig —X si xE]mo,bio[
ai0+bi0
B .

D’apres la question précédente dr est une appli-
cation affine par morceaux sur la;,,b;,[. D’ot1 :

Oﬂm0=

« dp est dérivable sur |a;,,mo[ et pour tout x €
laig,mo[ : dp(x)=1.
« dp est dérivable sur |mg,b;,[ et pour tout x €
]mo,bio[ : d};(x) =-1.

drp(x) —dr(mo)

e lim ——=1.
x—my x—mo
. dpx)—dr(mo)
e lim ————=-1.
x—m§ X—mo

Ainsi d est dérivable sur la;,,b;,[\{mo} et
1 si xe€lajy,mol

d/ =

Puisque F # ¢ et x € F sur 'ouvert F, dr est iden-

si x€ ]mo,bio[

tiquement nulle. dr est donc dérivable sur F est sa
dérivée est la fonction nulle.

a) Ona F =]0,1[, donc Fr(F) = F\F ={0,1}. D’apres
la question 12, (dr), (0) = —1 et d’apres la question
13, (dp):i (0) = 0 donc dF n’est pas dérivable en 0.
De méme (dp);,(l) =0et(dr),;(1)=1doncdr n'est
pas dérivable en 1. Ainsi dr n’est dérivable en au-
cun point de Fr(F).

b) i. Q est une réunion d’ouverts donc est un ou-
vert. Donc son complémentaire dans R, qui est
F, est un fermé.

1 1 (1 1
Soitn >2.0nal0<—<—-et0 ——(———3)=
n n \n n
1 1 1 1
— < =< =.Donc Q c |0,-| et comme une
n3 8 2 2

o3

. Nous déduisons de ce qui

réunion d’ouvert est un ouvert Q c (

1
Donc Q c 0,5

précede que O F.

De plus 0 € Q car 0 est limite de la suite

1 1 — ° o
(— - —) . Donc 0 ¢ Q2 = (CrQ) = F. D'out
n=>2

n nd
0 e Fr(F).

ii. Montrons que les intervalles sont

,—

n n¥n
deux a deux disjoints pour n > 2.

Soitn>2.0na:

1 1 1 nln+l)-(n+1)-nd
n nd n+l n3(n+1)
_nz—n—l
"~ n3(n+1)

D’autre part,Xz—X—l = (X -3 5

1+V5 9

donc n

1+\/5)(X_1—\/5 .

Comme 2 > -n-1>0 si

1 1

> 2. Ainsi < — — — et donc les in-
n+l n nd

tervalles |— 3 sont disjoints deux a

deux. Donc il existe un unique n > 2 tel que




ii.

iv.

1 11
€ |——-—,—|. De plus, d’apres ce qui pré-
L T p p qui p
céde,
1 1 1 1
— < —=<x<-.
n+l n nd n

1 ; 1
Doncn < - <n+1etparconséquentn=|—|.
x x

1
Soitx € |0, 3l Deux cas sont possibles :

» SixeF, alors dp(x) = 0 et I'inégalité propo-
sée est vraie quelque soit C.
* Six € Q, d’apres les questions précédentes, il

1 1
existen >2tel que x € —-=,= . Donc
n3’n
11 1 1 1 1
drx)<= |- -[=-=]|| <= =.
F(x)\z[n (n n3) 2 nd

1 1
Puisque n = {—J , alors dp(x) < §x3.
X

D’apres la question 14.(b)i, 0 € F donc dr(0) =
0. D’ot1, pour tout x >0,0na:

dr(x)—dpr(0) dp(x) 1 ,
= < =x°.
x—0 x 2
Donc lim dr()-dr©0 _ 0. Ainsi dr est déri-
x—0t x—0

vable a droite en 0 et (dr),; (0) = 0.

Puisque dr(x) = 0 pour tout x € F, dr est déri-
vable & gauche en 0 et (d p);, (0) = 0. En tenant
compte du résultat de la question précédente,
dr est dérivable en 0.

Partie III : Ftude de cas particuliers en dimension n

15. a) Il est évident que dp(x) = llx —xoll. Si llx —x0ll =0
alors x = xo. la réciproque étant immédiate. Ainsi,
pour tout x € E, I'(x) = {x}.

b) Soient (x,k) € E?, on a:

gx+h)=llx+h-xol% = |x—x0+h|>.

Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire

llac — xolI% + 2 (x — xo|R) + |1 2|2
g+ Q@ —xo)lh)+ o (k1)

glx+h) =
glx+h)

Donc g est dérivable en tout x de E et Vf(x) =

2(x

—x0).

¢) La fonction g est différentiable sur E \ {x} et stric-
tement positive. La fonction /. est dérivable sur
R:. Donc df = /g est différentiable sur E \ {x(} et

d(dF)a (h) d(v8)a(h)

1
= ———=x(2(a-x0)lh)

2v/g(a)

1
= ————=x(2(a—-x0)lh)

2v/lla —xol1?

! (a—xo>|h)

lla —=xoll

Ainsi dp est différentiable sur E \ {x¢} et Va € E\

{xo}, Vdp(a) =

(a —xp).

1
la—xoll

d)

i. Puisque dr est supposée différentiable en x

ii.

et dp(xg) =0, alors la définition de la différen-
tielle donne, pour tout 2 € E :
dp(xg+th) = (Vdp(xo)lth) + thle(th)

avec %in%e(th) =0. Donc
dr(xg+th)=t(Vdr(xo)lh)+ , oo(t).
ou o(?) = [t|llhlle(th).

Soit & € E. De la question précédente nous dé-
duisons ||xg +th —xgoll = t(Vd g (xg)|h)+ , oO(t), et

donc |¢]|- k] = t(VdF(xo)lh)+too(t) ou encore

IRl = sgn(t)(VdF(xo)lh)+tgo(l).

N N

Les limites & droite et a gauche en ¢ =
0 ne coincident pas, donc nécessairement,
(Vdp(x9)lh)=0. Ainsi: Vh e E, (Vdp(xo)lh) =0,
donc Vdp(xg) =0.

D’apres la question 15.(c) IVdr(a)ll = 1 pour
tout a € E \ {xo}. Nous en déduisons (la norme
étant continue) : [|Vdr(a)ll e 1 ce qui contre-
dit la nullité du gradient en x.

L’hypotheése dr est différentiable en xp
conduit a une contradiction. Nous avons dé-

montré en raisonnant par 'absurde que dr
n’est pas différentiable en xo.

a) Soit x € E. Notons p la projection orthogonale sur

F. Soit f € F. Montrons que p(f) € I'(x). Puisque
par construction (x—p(x)) L (p(x)—f), d’apres le
théoréme de Pythagore, on a:

lx—£1% = llx = p)IZ + 1px) = £12 = llx — p(x)||®

DouVfeF, |lx—fl = llx— plx)| avec égalité si, et
seulement si, f = p(x). Donc p(x) est 'unique élé-
ment de F qui rélise le minimum, d’ol1

VxeE, I'(x) = {p(x)}.

FIGURE 3 - La projection orthogonale sur F

b) OnaVx€E, dlz—,'(x) = ||x—p(x)||2. p est linéaire, donc
dr est différentiable comme composé des applica-
tions |I.|% et Idg — p. De plus, d’apreés la question
15.b), Y(a,h) € E2, ona:

d(d2)a(h) =

2(a—p(a)lh —p(h))
= 2(a-p)h)-2(a - pa)lp(h)).



17.

Or a - p(a) et p(a) sont orthogonaux, donc
(a-p(@)p(h)) = 0. Ainsi Vd2(a) = 2(a - p(a)).

¢) Procédons comme dans la question 15.(c). dr =

d)

\/d% est différentiable sur E\F et Va € E\F,

VheE,ona:
/ 72
dp

1
=———x2(a-n(a) | h)
d%,(a)

d(dr)(a)=d

(h)

x (2(a—n(a)) | h)

1
2V la-7@)|2

1
=——— (- h
(na—n(a)n (@-nta) | )
Ainsi dp est différentiable sur E\F et Va € E \

F, Vdp(a) = ——(a — n(a)).
la —m(a)l

i. Puisque dr est supposé différentiable en a et
df(a) =0, alors pour tout t €, on a:

dr(a+th)= (ulth)+t00(t)
De plus dr(a+th)=lla+th—n(a+th)| =Ithl,
cara € F et the F-. Donc

Itk = (ulth)+t30(t)

ou encore

IRl = sgn(t){ulh) +t30(1)
En particulier en passant a la limite quand ¢
tend vers 0, on obtient :

2] = (ulh).
ii. le terme & droite dans I'égalité ||h]l = (u|h) est

linaire, par contre 2 — |||l n’est pas linaire, il

y a donc une contradiction. En conclusion, dr
n’est pas différentiable sur F.

Etude d’un cas particulier.

ANNANAIANAANY
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FIGURE 4 — L'allure de F

18.

19.

20.

21.
22,

23.

24.

b) Soit ¢ : (x,y — y et @2 : (x,y — y —x2. @1 et g
sont des fonctions polynomiales, donc continues
sur R%. Comme F = (le(IR_)U(pgl(RJr) et R™ et R
sont fermés, alors F' est fermé comme réunion de
deux fermés.

c) Il est clair que (0,0) € F = F. Mais (0,0) ¢ F puisque
11 11
Vn e N, (—,—4) ¢ F et lim (—,—4) = (0,0). Donc
n’'n n—oo\n’n
(0,0) € Fr(F).

d) SiueF, dr(u) =0 < |ul? Si ueR%\F, écrivons
u="(a,b), (a,0)eF.Ordpr(u) <|u-(a,0)| =|b|. Par
définition 0 < b < a? donc dp(u) < b2 < |u|?.

e) Onadp(u)=0+0+ |ulle(u) avec linr(l)e(u) =0, donc

u—
dr est différentiable en 0 et Vdz(0) = 0.

Partie IV : Distance a la sphére unité

a) a et u sont colinéaires, alors Vect(a, y) contient les
trois vecteurs, c’est un plan ou une droite.

b) OnaxeS=FnZ < |x|=1etxe L. Donc est le
cercle unité de Z.

¢) Soit v e & tel que (u,v) soit une base orthonormée
de &. Posons y = cos()u +sin(f)v. Alors |a —y||2 =
(lall - cos(@)) +sin?(0) = lal|® + 1-2lal cos(B). Cette
quantité est minimal pour cos(d) = 1, c’est-a-dire
0 = 0[2n], ce qui équivalent a y = u. Ainsi I'(a) =
{u}.

1 1
eSia#0,dr(@)=lla——al =|1-—
llell el

eSia=0,VyeF, |ly—0|| =1 ou encore dr(0) =1 =
el —1].

lell = lal-1l.

Pour a #0, ||.|| est différentiable en a, et si de plus a ¢
F, lal—1#0et|.| est différentielle sur R*. Par compo-
sition, d(dF)q(h) = sign(llel - 1)(”a—"|h) de sorte que

a
. a
Vdr(a) =sign(flall - 1)—.
el

D’apres la question 19., T'(0g) = F.

Onadp(a+tu)=|la+tull -1 =]11+¢tllal| -1 =1+
t|—1|=|t| si t = —1. Si dp est différentiable en 0, alors
t — dp(a+ta) est dérivable en 0 par composition, donc
¢t — [t] est dérivable en 0 ce qui est contradictoire.

a) Pourt¢el-1,1[,ona

@) =dptv) =|ltvl -1 = l¢lllvll-1] = [I]-1] = 1-|¢].
Donc ¢ n’est pas dérivable en 0.

b) Ona ¢ =dpoL avec L : t — tv linéaire donc dif-
férentiable. Si dp était différentiable en 0, ¢ serait
dérivable par composition, ce qui est absurde.

Partie V : Une condition nécessaire de
différentiabilité a I’extérieur de F
a) L'application dr étant 1-lipschitzienne, donc
|[dr(a+tu)—dr(a)l < lla+tu—al =Itlull.
En particulier, si t >0, dr(a +tu)—dr(a) < tlull.



25.

26.

27.

b) dr étant différentiable en a, l'inégalité précédente
N . dpla+tu)—dr(a)
entraine lim
t—0+ t
(Vdp(a)luw) < |lull, donc llul? < llu| et par consé-
quent [u| < 1.

< |lu], ou encore

a) Dans ces conditions a — x et x — y sont colinéaires,
donc l'inégalité triangulaire est une égalité |la —
yl=lla—x+x-yll=la-xl+lx-yl, dou

lx -yl =dr(a)-lla—xI.
b) Comme dF est 1-lipschitzienne, alors dp(a) - lla —

x| = dp(x), d’ott dr(x) < lx -yl = dp(@) - lla — x| <
dr(x), par conséquent

dp(x)=llx—yl.

a) Le vecteur a — tv s’écrit sous la forme

t t
1- + , d’apres le résultat de la
( dﬂaJa dr@)” P
question précédente

drla—tv) = |la—tv—yll=dr(a)-lla—tv+al
= dr(a)-tlvl.
Mais dp(a) = |la—y|, donc ||v|| = 1. Ainsi dp(a—tv) =
dr(a)—t.

dp(a—tvz—dp(a) ~ 1. dp

dr(a—tv)—dp(a) _
—t -

b) Pour ¢t €

0 dr(a)
étant différentiable en a, %1_1%
(Vdp(a)lv)=1,d ot (u|v) = 1.

D’autre part, d’apres l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a (ulv) < [lullllvll et d’apres ce qui

précede [ull =1 et |lv]| = 1. Donc nécessairement
lulllvll = 1.

c) Dans la question précédente, l'inégalité de
Cauchy-Schwarz est une égalité, donc u et v sont
colinéaires, d’ot1 l'existence d'un réel A tel que
a—-y=Ma-n(a)) avec |A|=1,donca—y=a-a(a)
et donc y = n(a) ou bien a -y = n(a) —a ce qui
impossible puisque (z|v) = 1 > 0. En conclusion
I'(a) = {n(a)}.

Partie VI : Ftude de la réciproque

a) La suite (x,),en étant bornée, il est de méme de
la suite (llxp —al) donc elle est bornée, d’out
I'existence de M.

peN/

Pourtout peN,ona:

lypll = lyp—al+leall
< llyp—xpll+lxp —al +llal
< drxp)+lxp —al+lal.

Or dp est continue (car 1-lipschitzienne) et (xp)pen
converge, donc le majorant a une limite et par
conséquent la suite (y,)pen est borné.

b) L'espace E étant de dimension finie, donc de toute
suite bornée on peut extraire une suite conver-
gente, en particulier (y,)pen admet une valeur
d’adhérence.

¢) (¥p)pen est une suite d’éléments de F (y, € ['(x,)
F) qui est fermé, donc ! la valeur d’adhérence de
la suite (yp)pen reste dans F. Comme y, ¢ V, alors
d’apres la caractérisation des valeurs d’adhérence
d’une suite, [ ¢ V. Ainsile FN(E\V).

d) Onaldr(a)-dF(xp)l < lla—xpll <M d’ot llxp—ypll =
dp(xp) <M +dp(a).
Considérons des suites extraites & — xyz), 2 — Yo(k)
convergent respectivement vers a, . dr(xyr)) =
Xp(k) — Yol €t, par limite dr(a) = [la - I||. Comme
leFilvientl eT'(a) dott! =n(a).
Ceci est en contradiction avec les données puisque
I=mn(@)eV etl ¢V, dapres la question 27.c).En
conclusion,

YV e¥n(a)), U eV (a), YxeU, I'x)cV.

a) Comme a ¢ F et n(a) € F, alors n(a) # a et donc
R=|a-na)|>0.
Soit y € B(a,R)NF, alors lla—yll <R = lla —n(a)|l =
dr(a), donc dr(a) = la — y| et par conséquent y €
I[(a) = {n(a)}, donc y = n(a), ainsi B(a,R)NF =
{m(a)}.

b) i II est clair que () = at® + 2Pt +vy avec a =
lx=yI%, B = (x-aly-x), y = lx-al®-R%
C’est un polynéme de second degré puisque
a=dp(x)?>>0 (x¢F car B(a,R)nF ={n}).

Les deux racines sont données par les for-
mules classiques

B+ —ay

a

—B-VF-ay
a

et

Onays=lx-al®*~R*=|x-al*-dr(a) <0 et
a>0,donc g2 -ay=p2% la premiere racine du
polyndome est donc positive.

ii. Soit (1—#t)x+ty € [x,yInS(a,R) avec t € [0,1],
donc [|(1-t)x+ty—al? = R? d’ot1 ¢(¢) = 0. Donc
¢t est 'une des deux racines de ¢ et comme
¢t = 0 alors [x,y]n S(a,R) est un singleton.

iii. On a @(tyy) = (1 —tey)x +teyy—al®-R* =
Ip(x,y) —all®> = R% = 0, car p(x,y) € S(a,R). De

plus
=B+ v/ f(x) - alx)y(x)
t(xr y) - ’
a(x)
avec

alx) = dp(x)?
B(x)
y(x)

(x—a,x—y) (y est une fonction de x)
lx - al® - R?

¢) On a p(x,y)—y = (1 - t, ,(x — ). Montrons que la
limite de ¢, , quand x tend vers a est 1.
En effet, puisque y € [(x) on a A = dp(x)? et dp est

1
continue en a, et dp(a) # 0 d’ot1 la limite en a de —
a
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ui vaudra —— ou —. et
?)’aprés Cau(f:ﬂ(ya—)szchwﬁ‘: ona dr(@)’=lla-n(@)|* =R* = |a~plz, »I*
I(x—aly -2 < lx - alldr(x), d’ou
donc la limite en a de § est 0. lx—r )2 =lla—m(x)|2 < d%(x)—d%(a) < lx—al?+2(x—ala—n(a))
Enfin la limite de y en a est ~R” donc la limite de et la question précédente permet d’avoir un o(||lx —all)
\/ B2(x) — Blx)y(x) est VR4, de chaque coté de I'encadrement de
La limite du zéro positif du polyndéme est donc d%w(x)—dl%(a)—%x—ala—n(a)).

1, ainsi Vy € I'(x), lin;(p(x,y) —y =0 et par consé-
x—

quent Ve>0,3n >0, Vx€B(a,R), |x—al <n=>Vye

I'(x), Iple,y) -yl <e.

31.  Légalité de la question précédente montre que d

est différentiable en a et que sa différentielle est don-

] née par d(d%), : h — 2(hla — 7(a)). dz étant a valeurs

d) Soit V€ ¥ (n(a)). strictement positifs sur E \ F en particulier dans un

D’aprés la question précédente Ve > 0, il existe

U € ¥ (a) tel que Vx € Uy on a, pour tout y € I'(x),
p(x,y) € B(y,e).

voisinage de a, donc par composition dr = \/d% est
différentiable en a et sa différentielle est donnée par
(hla—n(a) _ (hla—mn(a)

D’apres la question 27, il existe Us € #(a) tel que d(dp)g:h— -

Vx € Us, I(x) « V. Donc Yy € T(x), p(x,y) € B(y,e)n la = (@)l dr(a)

I'x)cV. 32. D’apres 1'étude précédente, dy est différentiable en
Ainsi, VYV € ¥(a), 3U € ¥(a), Vx € U, Vy € I'(x), tout point de Q et sa différentielle en tout point x de
plx,y)eV. (hlx — yx)

Q est donnée par : d(dp), :h —
29.  a) SoitxeB(a,R), ona: dr(x)
Partie VII : Une condition nécessaire de

lx = pe, y:) 12 = lla = p(x, y)II? différentiabilité en un point de F

33.  areprésente un minimum local de la fonction dr sur

= (x = p(x, y)lx = p(x, y2)) — lla = p(x, )11 . .
l'ouvert F et comme df est différentiable en a, alors

2
(c—a+a-plx,ydlx—a+a-p,y))-lla-pyl sa différentielle est nulle, ainsi V(dg)(a) = 0.
Ml — 12 _ _
= lx—al”+2(x —ala - p(x, y;) 34.  a) Par différentiabilité, on a
b) Ona dr(a+h)=dp(a)+h|V(dF)a)+|hleh)
(x—ala-p(x,yx) = (x—ala—n(a))+(x—aln(a)-p(x, y:)), ol }llim 8(h) =0, en particulier
-0

donc il suffit de montrer que dp(a—tu) = (—tulu) + [E160) = —tlul® + te(t)

(x —aln(a) — px, y)) = o(llx —al). ol ynae(t):o.

En effet,
I — aln(@) - p(x, y))| < lx —allln(@) - p(x, ¥, b) Si v(dr)a)=u #0, alors
et d’apres le résultat de la question 28.d) lim drla—tu) _ lim (_||u|| + Mit)) = —|lull <O0.
lim ||7(a) - p(x, y.)| = 0, donc (x —a|m(a) — p(x, yi)) = =0t tllull =0 t llul
x—a . dr(a—tu) .
o(flx—al). Donc la fonction ¢ — TP est de signe néga-
. ul
30.  Puisque p(x,y) € [x,yl,y € T(x),n(x) € F,plx,y) € tive dans un voisinage a droite de 0, ce qui est ab-
S(a,R)ona surde. En conclusion, si dg est différentiable dans
lx—ple, P2 < llx—yl2 = d%(x) < |x-n(a)|? = |x—a+a—n(a)|? un point a € F, alors cette différentielle est nulle.
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